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DINAMICA POPULACIONAL, DENSIDADE - DEPENDENTE EM PROCESSOS
DE DISPERSAO E MIGRACAO™

[Density- dependent population dynamics in dispersion and migration process]

RESUMO

Neste trabalho apresentamos tanto um hreve
relate histdrico de modelos clissicos de Dindmica
Populacional. quanto a mudanga de Equacdes
Diferenciais Ordindrias Homogéneas para Equagoes
Diferenciais Parcials com varidvels espacials e tem-
poral. Um modelo recente para a migragiio de popu-
lagoes de peixes, de DINIZ (1994), ¢ apresentado.
Um modelo que inelui componentes densidade-
dependentes no modelo de Diniz é sugendo, resul-
tando em uma Equagio Diferencial Parcial Nio
Linear. Resultados de Existéncia ¢ Unicidade sio
apresentados, além de uma visualizagio de simu-
lagdes computacionais,
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ABSTRACT

In this paper briefly mention classical models
tor Population Dynamics, besides exhibiting the his-
torical move from purely homogeneous Ordinary
Differential Equations to Partial Differential
Equations that include both time and space varia-
tions, A recent model for migration of fish popula-
tions, by DINIZ (1994), is shown, A model including
density dependent behaviour in Diniz's model 1s sug-
gested. and a nonlinear resulting Partial Differential
Eguations 1s obtained. Existence and Uniqueness
results are mentioned, and a numerical scheme for
simulations is presented, with the visualization of
some computational results.

KEY WORDS: mathematical modelling, population
dispersal, migration, density-dependence. numerical
simulation

1. INTRODUCAO

Os modelos cldssicos de Dinimica
Populacional consideram somente a vari-
agio temporal. Sdo equagoes do tipo

1 dP_ rep
Pod

Assim um exemplo cldssico desta
equagiio ¢ o modelo de Malthus (1789):
AP 5P
dr
cuja solugdo, P(1) = Pye® |, para Py, = P(0)
caracteriza o crescimento dito, corretamente,
exponencial.

Este modelo se adapta a periodos curtos
de tempo pelo fato da taxa intrinseca f{P)
niio depender do tempo nem da prépria po-
pulacio.

Diversas tentativas foram feitas para
melhorar este modelo. Uma das mais
usadas foi aquela feita por Verhulst em
1838, fazendo com que a taxa intrinseca [
variasse linearmente com a propria popu-
lagio P:

f(PJ:a—bP:,l(l _EP]
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Assim a equagio se torna:

dP s P
F:(E{—[?P:]P:ﬁ-( _K_)P

cuja solucio €

e

P(t) :7;
b+(1/Che

onde C = P,Aa - bP,) para uma condigdo

inicial dada por P(0) = P,

Qutros modelos surgiram nessa tentati-
va de melhorar as “previsoes’™ sobre as po-
pulacdes.

Algumas abordagens detalhadas destes
modelos sdo apresentadas em MURRAY
{1989), BASSANEZZI & FERREIRA (1989) ¢
EDELSTEIN-KESHET (1988).

Além do Modelo de Gompertz de 1825,
[emos:

Shmith de 1963:

dlp_ Pi— P o
di = Ps+al !

ah =0

Goel, Maitra Montroll de 1971:
ﬁ=?b(1—(_P‘||M)P ak >0
dt S 2

Ayalla, Ehrenfeld, Gilpin de 1973:

d P

4= (h—aP +be®) P abi =0

Estes modelos que dependem somente da
varidvel temporal consideram uma dis-
tribuigiio especial homogénea dos individuos
de cada espécie, mas isto de fato nio acon-
tece.

Deste modo, cada vez mais hd necessi-
dade de se levar em conta a existéncia das
varidveis espaciais.

0Os modclos que consideram as vari-
actes temporal e espacial tém sido de
grande utilidade em diversos campos, com
destaque, do ponto de vista historico, para a
demografia. a epidemiologia e o gerencia-
mento da pesca. ’

(O modelo mais simples de movimento
assume que o meio ¢ constante e homogé-
neo, que todos os individuos sio idénticos ¢
que eles se movimentam aleatoriamente.
Estas condigoes levam a equacio dada por:

aN_ﬁ.r.y;I} _D (_a_f\'i_'_ C}N) 1)
ot dx’ T oy
onde:
N = Nix, v, 1) é a densidade da populacio
t é o tempo
X, ¥ 830 as coordenadas espaciais
D o coeliciente de difusdo que, neste caso,
recebe 0 nome de coeficiente de dispersao
populacional.

Kareiva utilizou esta equacdo para
analisar o movimento local de diversos inse-
1os herbivoros ¢ para classificar espécies de
acordo com sua capacidade de dispersdo,

No trabalho “Local Movement in
Herbivorous insects: applying a passive dif-
fusion model to mark-recapture lield experi-
ments™ & equaciio (1) foram ajustados dados
de campo, chegando 4 mencionada classifi-
cacido (KAREIVA, 1983).

O modelo usado por Kareiva envolve
um periodo bastante reduzido de tempo - ¢ a
diniimica vital ndo é considerada.

Skellam foi um dos primeiros a cstudar
a difusdo espacial de animais por periodos
de tempo mais longos, considerando uma
taxa intrinseca de reprodugio f{P) ¢ uma
propagacao aleatdria (SKELLAM, 1951):

AP = pAP+PF(P). ) e Qc R 1e [0,7](2)

di

onde f{P) = o = constante
D & ataxa de dispersio
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Plx.v.t) ¢ a densidade da populagio num
dado tempo e local

Este modelo nido considerou, porém.
processos migratdrios, nem fendmenos den-
sidade-dependentes.

Fischer, apud MURRAY (1989) estudou a
equacdo mais simples de difusdo-reacio nio

lincar, analisando o espalhamento espacial
de um gene favorecido numa populagio,
obtendo

_% = DAP + Pf(P)
! e

com fiP) =M1 -P)

2. 0 MODELO MATEMATICO

Apresentamos aqui 0 uso da Equaciio de
Difusio-Advecg¢io para modelar o que
ceologos denotam como dispersio popula-
cional e processos migragdrios que, como o
prdprio crescimento populacional, podem
ser densidade dependentes. A equacio
orna-se:

B_p: div (@VP) - div (VP) -G P + fixzfi e Qx |07 (3)
dt
sendo:
P = P(x.,y.t) a populagio ou a densidade
populacional
o o coeficiente de difusio ou dispersio po-
pulacional
G o coeficiente de mortalidade da espécie
no meio £2 durante o periodo [0,T]
[, afonte, € a taxa intrinseca de reprodugio
da espécie.

A Dindmica Vital f pode assumir as
diferentes formas clissicas:

. AP — Modelo de Malthus

. A1 - P/K)P — Modelo de Verhulst
. APIn (K/P) — Modelo de Gompertz
. A= (P/K) P — Modelo de Smith

R

Todos estes casos, exceto o primeiro,
introduzem a néo linearidade na equagio
citada, exigindo uma atengiio especial tanto
na andlise quanto nos esquemas de aproxi-
ma¢do numérica (VAN den BOSCH: METZ;
DIEKMANN, 1990, SOSSAE & MEYER, 1993,
DINIZ, 1994)

Diniz trabalha com a equagio (3), de
dindmica vital malthusiana para simular a
brusca mudanga no habitat de populagdes de
peixes (DINIZ, 1994),

Estudamos neste trabalho o caso da nio
linearidade determinada pelo modelo densi-
dade-dependente de Verhulst, ou seja, a
equagao assume a forma:

9P G AP+div(VP)+(G—a) P+ bP =0 (4)
ot

Do ponto de vista genérico, as condi-
¢oes inical ¢ de contorno sio do tipo:

Plx,y,0) = Pylx,y), (xy)e Q

Plxyi)=g,, (xy)e Ty, 1e[0.7]

dP(xywn=g,, (xye T, 1e[0.7T]

dh
com I'ye I, disjuntos formando o bordo 9€.
Aqui, o € o coeficiente de difusio:

V =(V.V, ) ¢é o vetor de velocidade da mi-
gracdo na dire¢iio X e y:

G ¢ o cocficiente da mortalidade;

a ¢ o crescimento exponencial linear;

b € o crescimento nio linear.

Algum esfor¢o algébrico nos leva a ve-
rificar, para a equaciio nao linear (4), as
condigbes do Teorema de Lions (LIONS,
1961) para tal tipo genérico de operador,
garantindo tanto existéneia quanto unici-
dade da solugao.
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3. 0 MODELO DISCRETO

Isto posto, via Método de Galerkin. pas-
samos ao uso do Método dos Elementos
Finitos (neste caso, de segunda ordem)
(PALOMINQG, 1993).

Seja V, um subespaco V de dimensiio
finita N, gerado por {@Q,, ©a,..., Oy,l-
Queremos uma solugdo aproximada v, V.
tal que

Uy, = Z(‘j(?) Qitx.y) = ZGUJ i
7 !

A formulacdo de (4) em V. torna-se, em
Vi

N Itic N i N )
-ET :i.["' (111, vy 400 E;_ il (Vg w4 o) 3 (g0 +
i= =

i=1

N N ¢ N 3
£V (Vg luy)+b [( > ol q:nc){ A )] =0
J=1 k=1 =1 ]

Tomando no lugar de v cada uma das
@i da base temos o seguinte sistema ndo lin-
ear (ver o ultimo termo acima) de EDO:
N fll.l'" ) ) N . N
S gy qnlylielo-a Yy GO+
J=1 f=1

I J=1

™

N N
VY o (0(Vplo)+b Y ¢ (0 ( > I;ruuj_u.;iu:;jj):ﬂ
k=1

= =

Ao invés de resolver o sistema nio lin-
ear, substituindo (na ndo lincaridade) um
dos (¢/™"), por (¢/"), e usando o Método de
Crank-Nicolson, obtemos:

M -
P 1 A el e A 1T T M e
z{[_ [{Hrﬁ .:rj%r.tra Lpr+HJ-TF{W,-I‘F¢.|+V!.3--[&1J_I¢p.)+
=

N ) N —
+ ‘«%%F_' o)t h%' [ 2 ) for i ] .

k=1

N ) . n o
=Zc_.-'-'g{l g ah'—*:gf):q:g-;qm-]—a%m V- ‘v.%{%“_%!lpi}—
=

i N
-V, #{gﬂﬁ o) -b '-“TJ|r > ) ioc ol
A Lhp=1 7

Basta, portanto resolver o seguinte sis-
tema linear:

Alc™)e™" = Be™

com a condi¢io inicial ¢™"=(c¢”, ¢,....c) onde
A= (a,) esta definida por

= —at Y (e M (Gl ¥V AL {005
g, (l+|_a H]T) (1 E|)«]+£1Tl_"?q]; flp|,1+1,T(ai_|(p|J]+

+ i%(%ﬁm% b % (i t°) 0,9,9)

e B=(b;) ¢ tal que

_'__-_-:-‘;.'-.._jl,-,,-_ A fdmi o
h,_:_{ -6 n_lTl} (1) thl('ﬁp, Vi) 'rﬂ_zl{%:i |{|}.J
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4. ENSAIOS NUMERICOS: RESULTADOS E CONCLUSOES

Nas figuras abaixo temos algumas si-
mulagdes’ para:

o = 0,05
a = 002
a = 0.5
b = 0.1
At = 0.5

nos casos indicados de migra¢io. Em todos
o0s casos optou-s¢ pela superficie aproxima-
da no instante t=100, que corresponde prati-
camente ao estado estaciondrio.

Na FIGURA 1 ndo hd migracio, isto ¢,
V,=V,=0.

Nas FIGURAS 2 ¢ 3 estio ilustradas,
respeclivamente, os casos de: migracio na

FIGURA 1 — Sem migragio

direcao do eixo x, o gque corresponde a
V, =0.1 ¢ V, =0 e migragdo s6 na diregio
y,isto &, V, =0eV,=0,1.

Na FIGURA 4 lem-se a situagio de uma
componente migratoria correspondendo a
V=(V,, V,) = (0.1, 0,1), ou scju. nas duas
diregoes.

Em todos os tipos de migracio., lemos,
ainda. o comportamento densidade-depen-
dente dito logistico. Esta caracteristica
pode ser observada nas FIGURAS de 5 a 8
em que cada tipo de migracio anterior-
mente ilustrado ¢ reproduzido para um
tinico ponto no dominio (x,v). O ponto,
aleatoriamente selecionado ¢ # 86 da
malha utilizada.

FIGURA 2 — Migragao sé na diregilo x

'compilador FORTRAN, ambiente UNIX da Sun System (LABMA) ¢

Mathematica.
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FIGURA 3 — Migragiio s¢ na diregiio y FIGURA 4 — Migragio nas diregoes x e y
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