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UM MODELO MATEMATICO EM DINAMICA DE POPULAGOES |I

[A dynamics of populations mathematical model 1]

RESUMO

SANTOS (1992) apresenta o desenvolvimento de
um modelo matemdtico em dinimica de populagdes
policodrticas (com sobreposigio de geraghes), através
de equagdes de diferencas finitas e a andlise de estabili-
dade dos pontos de equilibrio. Este trabalho trata do caso
particular de populaglies monocodriicas (sem sobreposigio
de peragoes) e recrutamento dependente dadensidade, como
mecanismo homeostatico.
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- ABSTRACT

SANTOS (1992) presents the development of a
dynamics of polycohortic populations (with overlapping
generations) mathematical model, by means of ditference
equations, and the analysis of the stability of the
equilibrium points. This paper deals with the particular
case of monocohortic populations (non-overlapping
generations) and density dependent recruitment as
homeostatic mechanism.
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1. INTRODUCAO

Na investiga¢io Pesqueira, a Andlise de
Produgdo tem por objetivo a otimizagdo da
pesca, através da maximizagdo de sua efici-
€ncia e do seu rendimento. Esta série de tra-
balhos trata da ANALISE DE RENDIMENTO.

O primeiro trabalho (SANTOS, 1992) de-
senvolve um modelo matemdtico para a
dindmica de populagdes onde vdrias geragdes
coexistem. A partir desse modelo foi possi-
vel obter a fungio de rendimento e os esfor-
¢os de pesca que maximiza a produgdo e que
destroi a populagio.

As populagdes sem sobreposigio de ge-
ragdes ou com sobreposigio desprezivel para
esta andlise, sio freqiientemente encontradas
na pesca, como o camardo Penaeus schimitti
(NEIVA et alii, 1971) e algumas espécies de lula.

O primeiro objetivo deste trabalho & o
desenvolvimento da expressao matemdtica da
dinfimica dessas populagdes e, conseqiien-

temente, a determinagdo da “curva de rendi-
mento” e dos esforgos criticos.

Variagdes ambientais (bidticas e abi-
déticas), assim como a pesca, modificam as
taxas de mortalidade, ¢ para sobreviver, as
populacfes naturais necessitam de mecanis-
mos compensatorios, denominados homeos-
tdticos. Um deles (segundo objetivo deste tra-
balho) ¢ o aumento da fecundidade com a
diminui¢io da densidade da populagio e pela
diminui¢do da competi¢io intra-especifica.
Esses mecanismos podem modificar, tam-
bém, as taxas de mortalidade natural, os
pardmetros da relagio peso-comprimento e
da funcio de crescimento orgénico.

O terceiro objetivo € a apresentagio dos
conceitos:

1) reprodugio concentrada no tempo,
2) populagio codrtica ¢
3) populacdo dispersiva.

2. O MODELO

2.1. Caracterizacao da Populacao
Neste trabalho:
1) populag¢io biolégica ¢ um conjunto de in-

dividuos de uma mesma espécie (sem iso-
lamento reprodutivo intrfnseco), separado
de outras populagies dessa espéceie, se exis-
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tirem, por barreiras geograficas (isolamen-
tos extrinsecos), que interrompem o fluxo
génico e
2) coorte € um conjunto de individuos, dessa
populagio, que nasceu numa mesma épo-
ca de reprodugio.
Sejam:
m = ndmero de intervalos de tempo em que
o ano foi subdividido (geralmente
m = 12 meses) e
N} = freqiiéncia relativa de individuos em
reproduco, entre os adultos, no in-
tervalo j de m.
A distribui¢@o temporal reprodutiva serd
dita:
1) CONCENTRADA totalmente no inter-
valo T se:
N =1paraj=J e
N' =0 paraj=]J

com soma dos quadrados dos desvios (re-
siduos):

2 ml = 2
SD. = (N;,- 1) +2 (N - 0)

2) DESCONCENTRADA se: N, = N
constante, qualquer que seja j, com soma
dos quadrados dos desvios em relagdo a
N

r

D, =% (N- N')°
=1

e < Nr < | independente de m.
Pode-se entdo definir o indice (T ) de con-
centragio temporal reprodutiva:

SD,
= —— 0<=1<=1
SD, + SD, '
I = 0 para reprodugido totalmente descon-

centrada ¢

I =1 para, totalmente concentrada

" Diz-se entdo que a reprodugdo ¢ concen-
trada em t (no instante t) quando se processa
com maior intensidade numa época em torno
de t(I_#0). Usa-se também o termo “repro-
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dugio peritdica” pois essa época €, aproxi-
madamente, {ixa no ano. __
Como estimativa de N:i usa-se a média,
geralmente anual:
m *
z N i
N: = ] Im
Sejam:
N, = nimero total de individuos da popula-
¢ao, num instante t,
A, = drea (ou volume) efetiva da regido onde
a populagiio vive ¢

N
D, = —AL: densidade da populacio.

A populagio serd dita DISPERSIVA se:
A = A constante qualquer que seja N.. Neste
caso:

D = ]— N o N

L A t t

A densidade € uma medida de abundin-
cia (valor proporcional ao tamanho da popu-
laciio), dependendo da velocidade de disper-
540 (SANTOS, 1972).

Denota-se como POPULACAO COOR-
TICA aquela que apresenta:
1) reprodugdo concentrada no tempo (I #0),
que dé origem as coortes ¢
2) crescimento orgdnico continuo em peso.
Ela serf MONOCOORTICA (uma s6 coorte
de cada vez) se os individuos sobreviverem,
no maximo até 4 sua primeira (¢ dnica) re-
produgio, ou se 0 nimero de sobreviventes
apos essa reprodugdo for desprezivel para a
Andlise de Produgio. Caso contrdrio, quan-
do duas ou mais coortes coexistem a popula-
¢do ¢ denominada POLICOORTICA.

2.2 Dindimica da Populaciao

Segundo SANTOS (1992) a dindmica anu-
al de uma populagio policodrtica pode ser
representada pela equacdo de diferengas
finitas (GOLDBERG, 1967):
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-ZAt -t -Z
N, = Re (-t + Ne (h

com:R = R(N). Z=M+F e F=gqf,
onde: t = instante (em nimero natural) cen-
tral na época de reprodugio,
N, = nimero de individuos em t,
N,, = idem em t + 1 (unidade de
tempo = | ano),
R, = ndmero de recrutas (nascidos em
Lt e com 1dade LR),
L =idade dos recrutas na primeira re-
produgido apds o recrutamento

(discreto),
L, = idade de recrutamento (0 =1, <1),
Z = coeficiente de mortalidade total
anual,

M = coeficiente de mortalidade natural
anual (considerado constante),
F= coeficiente de mortalidade por pes-
ca, anual,
q = capturabilidade e
['= esforgo de pesca, total anual.
Se a populagdo for monocodrtica a ex-
pressdo (1) fica reduzida a:
g2 W t =1 (II)

onde: _\JH: = sobreviventes de R

Para o estudo da estabilidade dos pontos
de equilibrio, usa-se o método indireto de
Liapunov (LA SALLE, 1977), onde a reta tan-
gente (N, R) no ponto de equilibrio (N, R.)
substitui R(N) numa regido préxima ao pon-
to (SANTOS, 1992).

Assim:
dR, R - R, R - R, dR,
—_= = Rz R +——(N-Ny,
dN, N - N. N, - N dN

E t

onde: % = derivadade R(N ) em fungiode N,
no ponto ‘(NE_.', N

De (IT) resulta:

dR, dR,
N+ - RE P N\: e -Z(l-tR}+___ C-?.[1-lx) N,,
. dN, ¢ dN

1 t

com solugdo: N =N + (N - N)Q', (1)

onde: N, = valor inicial de N, e
dRI iy

Q= — %W (parimetro de estabilidade)
dN,

O equilibrio ser4:

estavel para -1<Q<l
instdvel 1l > 1
oscilante Q<0
oscilante convergente -1<Q <0
oscilante divergente -1>Q

Se for oscilante divergente (instdvel),
como o ponto de equilibrio mais préximo
(0,0) também ¢ instdvel, surge uma oscila-
¢io estdvel. Cada ciclo € constituido por duas
ou mais geragdes. Segundo MAY (1975) deter-
minados valores dos parimetros envolvidos
produzem oscilagio catica (caos), com pe-
riodo indeterminado.

O valor critico do estorgo (1), que destréi
a populacio € dado por: IQ(f)I=TouN_=0¢

dR,
. 1 1 !
Iu—?[mm (W ‘M]

2.3. Analise de Rendimento

A curva de rendimento (SANTOS, 1092)
sustentdvel em peso
fq (1 -gMeabitwy _ iz
serd:Y, =—————WR_=fpWR_ (IV)
M + gf
onde: Y = captura sustentdvel em peso obti-
da com o esforgo f,
R, = recrutamento no equilibrio:
RE =R (NL-‘) £ N(-: = Nr T N<+1
W = peso médio dos individuos (tpat):

— _ .8
W=W_[1-eXi+w] (BERTALANFFY,1938)
W_ = peso médio mdximo,
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K = pariimetro relacionado com a “‘ve-
locidade”™ de crescimento,

t = pardmentro relacionado com o
peso médio dos individuos ao
nascer (W ),

6 = pardmetro da relacdo peso/com-
primento: W = ¢L°

L = medida qualquer de comprimen-
to dos individuos,

p = parimetro de proporcionalidade
(SANTOS, 1992) e

t = idade média dos individuos, no
equilibrio:

I
I R]‘. el idt £ oo eEil-w
f=ln ' 1 ®
T

+
7z 1= c-?.u - IR

21
J- R, et

Se a populagio for policodrtica:

-7t
.(. R, et
R

-Z1
j‘ RE edt

t

I

N| =

RENDIMENTO INICIAL (Y ) € o obti-
doa partir de uma populagio inexplorada e em
equilibrio: Y, = fpWR_ (R =R paraf=0),

com: lim t= tp imfp=11limY, = WR”
f—m f -m f —>wm

Normalmente [ varia de ano a ano apre-
sentando RENDIMENTO INSUSTENTA-
VEL: Y, = [pWR,

com:Y, <Y =Y ¢
Y, =Y para f constante de acordo com (III).

A funcio (TV) tem as seguintes tendéncias:
1) parte da origem (Y =0 para f=0),
2) apresenta um ponto de méximo,
3) pode apresentar um ponto de inflexdo apds
0 de mdximo, dependendo de R e
4) pode apresentar intersec¢iio ou assintota
na abscissa.
Neste trabalho, uma fun¢io € equivalen-
le a uma outra se apresentar as mesmas ten-
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déncias (geralmente com menor nimero de
parametros, ou com estimadores especifica-
dos). O objetivo determina se a aproximagio
resultante ¢ ravodvel.

GULLAND (1969) apresenta uma metodo-
logia para determinar valores aproximados de
Y, a partir de Y, se a populagdo for poli-
colrtica (SANTOS, 1978). ApGs essa correcao,
faz-se um ajustamento empirico de uma
FUNCAO EQUIVALENTE DE RENDI-
MENTO:

1) Y = af - bf* (SCHAEFER, 1954)
com:f =% e Y=a-bf (sem curvatura)

2) Y =afe’™ (FOX, 1970)

com:f == ¢ Y=ge® (com curvatura)

2.4. Recrutamento dependente da Densi-
dade

Sendo a populagdo dispersiva (N, a D),
tem-se:

t

R=R (D) = R(N) R = R'(N)
t
onde: D = densidade populacional no instante
te
R; = taxa de recrutamento.
Segundo SANTOS (1971) e generalizando:

R = aNe ™

1) Para h = b = () (BEVERTON & HOLT, 1957)

R=a - R =& = lim R =o
' N =0

vdlida apenas para alguns valores de N..

2)Parah=1leb=0

R} = aN =R =a — N, =indeterminado.

t
3)Parah>1
R’ = aN# ey

densidade relativamente pequena preju-
dica a reprodugio.
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4) A expressio R =aN_ (1-bN,")' ¢ equiva-
lente 4 anterior, mas existe:

N =@&)" tal que: R(N) =0

Uma fungdo equivalente de rendimento se-
riaz Y = af (1 - bf*)?

com: ¢ = 1 para populagio monocodrtica ¢

¢ =10,5 para policodrtica,

determinada com dados simulados e ajus-
tamento empirico.

3. CONCLUSOES

Uma populagao biolégica monocodrtica,
1810 €:
1) com reprodugdo concentrada no tempo
(I =0),
2) sem sobreposicao de geragdes, ou com
sobreposicio desprezivel para a andlise de
produgio ¢
3) com crescimento orginico continuo, em
peso,
apresenta (parimetros definidos no texto):
1) fungdo da dinimica:

N = RC--.'M«;I] (L)
t+1 1

2) parimetro de estabilidade:
R,
Q [ eAZ[l-l,J
dN,
3) fun¢io de rendimento sustentdvel em
peso:

Y, = pWR,

(derivada em NE, RE)

4) esforgo critico:

1 [ dR,
FL—? [E In (d—N_‘) -M]

Supondo fungido de recrutamento (meca-
nismo homeostdtico):

.
R =aNg*™™

resulta:

1) pontosdeequilibrio: N = 0 (instdvel)

1 lic
NFJ: {_h n [ ac-'/.(l-tn] ] }

2) estabilidade de N, dada por:

Q= 1-c¢cin [:ae'z“"”]

3) esforco critico:

fc = 1L [ In (@) -M]
q I-t,

4) fun¢do equivalente de rendimento:
Y = af (1-bf<)* (obtida por simulagdo)
com: ¢ = | para populagdo monocodrtica

o

¢ = (0,5 para policobrtica,

A producio mdxima sustentdvel, o esfor-
¢o que a produz e o valor de t, que maximiza
essa produgdo sdo obtidos pelo programa
CAJUS para microcomputadores.

Se a populagio for dispersiva (drea da
regifio ocupada independente do tamanho da
populagdio), a velocidade de dispersdo pode
ser um mecanismo homeostdtico, produzin-
do repovoamento natural a partir de refigios
(locais nio atingidos pela pesca). A produ-
¢do obtida num certo local pode independer
do esforgo aplicado num outro local.
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